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A
Pseudo-inversa esmorte¨ıda
Tota matriu real A de dimensio´ m × n es pot descomposar en el seus valors singulars (SVD)
segons
A = USV T (A.1)
on
U e´s una m× n ortogonal constru¨ıda amb els vectors propis de AAT .
S e´s una matriu n× n diagonal amb els valors propis al quadrat de A.
V e´s una matriu n× n ortogonal constru¨ıda amb els vectors propis de ATA.
Per invertir una matriu qualsevol mitjanc¸ant la SVD s’aprofita que tant U com V so´n ortogonals
i, per tant, la seva inversa e´s la seva transposada. A me´s, la matriu S e´s diagonal, per tant, la
seva inversa e´s la inversa dels valors de la seva diagonal. D’aquesta manera s’obte´:
A−1 = V S−1UT (A.2)
Si la matriu A no te´ rang ma`xim, algun dels seus valors propis sera` 0. Per tant, quan invertim
la matriu S aquell element corresponent al vap 0 quedara` indeterminat (1/0). Per solucionar
aquest problema s’implementa la pseudo-inversa esmorte¨ıda:
S−1i =
σi
σ2i + λ
2
(A.3)
D’aquesta manera si σ e´s 0, s’obte´ S−1i 0 tambe´. Per un valor de λ suficientment petit (de l’odre
de 10−3), els altres elements de S−1 no queden alterats.
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B
Quaternio´ sense la component escalar
L’orientacio´ d’un so`lid r´ıgid es pot descriure de diferents maneres. La me´s utilitzada en el camp
de la robo`tica e´s el quaternio´, ja que no te´ els problemes dels angles d’Euler (gimbal lock) i, a
me´s, permet interpolar-los fa`cilment, donant lloc a transicions suaus.
Normalment les trajecto`ries generades es descriuen amb 7 components: 3 de posicio´ i 4 d’orientacio´
[x, y, z, η, x, y, z]. Tot i aixo`, realment nome´s es tenen 6 graus de llibertat a l’espai operacional.
Aquesta difere`ncia es deu a que les 4 components del quaternio´ no so´n independents, sino´ que
estan relacionades per
η2 + 2x + 
2
y + 
2
z = 1 (B.1)
El problema e´s que, com s’ha vist als apartats 5.3 i 6 en tot moment s’utilitzen equacions i
matrius que treballen amb els 6 graus de llibertat de l’espai i no amb les 7 components que
descriuen la trajecto`ria. Aixo` es deu a que quan es fa aprenentatge per reforc¸ament (reinforce-
ment learning) es treballa amb els graus de llibertat de la tasca i, per tant, l’orientacio´ s’ha
d’expressar u´nicament amb 3 components. Si es treballe´s amb les 4 components del quaternio´,
els models pertorbats del quaternio´ generarien un quaternio´ no unitari, e´s a dir, no complirien
l’equacio´ que els relaciona.
Sabent que un quaternio´ es pot expressar en funcio´ d’un angle girat respecte d’un eix com
Q = e θ2 (uxi+uyj+uzk) = cos θ
2
+ (uxi+ uyj + uzk) sin
θ
2
(B.2)
es pot excloure la part del cosinus (aix´ı obtenint una expressio´ de 3 components) i, posteriorment,
reconstruir-la amb
η = cos(arcsin(‖xyz‖)) (B.3)
Amb aquesta u´ltima expressio´ queda clar que el fet de reconstruir aquesta component comporta
un problema: es perd el signe. Els quaternions representen un doble recobriment del grup SO(3).
En consequ¨e`ncia, Q = −Q. Per conveni, s’utilitza que la part escalar del quaternio´ e´s positiva
i, per tant, queden definits els signes de les altres components. El problema e´s que si no es te´ η,
no se sap quins dels dos quaternions s’esta` utilitzant, si Q o −Q.
Per resoldre-ho, es fa un canvi de base. En comptes de treballar en la base del robot on els
angles so´n grans (figura B.1a) , es passa a treballar a la base de l’efector final on els angles so´n
me´s petits (figura B.1b). D’aquesta manera, es pot treballar nome´s amb la part vectorial del
quaternio´ i evitar els canvis de signe. Nome´s cal tenir en compte que quan es reconstrueix cal
rotar-lo un altre cop a la base del robot amb la matriu R0.
El problema de la pe`rdua de signe tambe´ pot apare`ixer quan es troba un quaternio´ a partir
d’una matriu de rotacio´. La conversio´ d’una matriu de rotacio´ a un quaternio´ no e´s u´nica ja
que, com s’ha dit, un quaternio´ i el seu negatiu representen la mateixa orientacio´. Per resoldre-
ho, normalment es treballa amb el quaternio´ amb η > 0. El problema ve quan η e´s molt propera
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Fig. B.1: Comparacio´ del quaternio´ expressat en diferents bases
a zero. Per solucionar-ho, s’ha trobat a la literatura [1] un me`tode per reconstruir el quaternio´
d’una manera me´s acurada. Aplicant la te`cnica descrita, s’obte´ la figura de la dreta
A la vista d’aquests resultats, s’ha decidit utilitzar sempre aquesta metodologia per trobar un
quaternio´ a partir d’una matriu de rotacio´ i aix´ı evitar canvis de signe no desitjats.
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C
Codi font
A les segu¨ents pa`gines es troben els codis en C++ creats en aquest projecte. Nome´s es presenten
el bucles principals dels codis o, en alguns casos, nome´s les parts me´s rellevants (ca`lcul de la
KP ). Tot i aixo`, en aquest projecte s’han utilitzat altres codis ja desenvolupats a l’IRI, com
la generacio´ de les ProMP i el ca`lcul de la reduccio´ de la dimensionalitat. D’aquests u´ltims es
poden consultar els algoritmes a les refere`ncies [2] i [3], respectivament.
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